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Resumo
A madeira por ser um material natural, originário de fontes renováveis e, portanto, de consciência ecológica e sustentável oferece uma alternativa viável para o seu uso em edificações. Devido às suas propriedades mecânicas é possível uma ampla aplicabilidade na construção civil. Por outro lado, é possível obter resistência e rigidez maiores para a madeira com a inclusão de reforços estruturais. Uma dessas técnicas utiliza elementos em Polímero Reforçado com Fibras (PRF). Neste artigo, vigas de madeira, são reforçadas com barras de PRFV (Polímero Reforçado com Fibras de Vidro) e PRFC (Polímero Reforçado com Fibras de Carbono). É desenvolvida a análise teórica do comportamento mecânico da viga, analisando sua rigidez e momento resistente último. Ao final do trabalho é desenvolvido um exemplo numérico de uma viga de madeira sem reforço e também com a inclusão desses reforços. Os resultados mostraram um acréscimo tanto na resistência ao momento fletor, quanto rigidez à flexão da viga de madeira com reforço, em relação a viga sem reforços.
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Abstract
Wood, as a natural material, originating from renewable sources and therefore ecologically and sustainably aware, offers a viable alternative as a structure system for buildings. Due to its mechanical properties, wide applicability in civil construction is possible. On the other hand, it is possible to obtain greater strength and rigidity for wood with the inclusion of structural reinforcements. One of these techniques uses Fiber Reinforced Plastic (FRP) elements. In this article, wooden beams are reinforced with fiberglass and carbon fiber bars. A theoretical analysis of the mechanical behavior of the beam is developed, analyzing its stiffness and ultimate resistance moment. At the end of the work, a numerical example of a wooden beam without reinforcement is developed and also with the inclusion of these reinforcements. The results showed an increase in both bending moment resistance and flexural stiffness of the wooden beam with reinforcement, in relation without one. 
Keywords: wooden beams; FRP reinforcement; fiberglass rebars; carbon fiber rebars.
1. Introdução

A madeira é considerada um dos materiais de construção mais antigos, ainda em uso, devido suas propriedades mecânicas, tais como a considerável resistência à tração e compressão, o que atribui uma ampla aplicabilidade na construção civil. Além disso, por ser um material natural, originário de fontes renováveis, a madeira oferece uma alternativa viável para o uso em edificações de consciência ecológica e sustentável.
A respeito das vantagens apresentadas pelo material, é necessário também destacar que a madeira pode apresentar defeitos naturais como nós ou modificação na direção das fibras, fatores que influenciam na sua qualidade e nos valores de suas propriedades físicas e mecânicas. No caso do uso da madeira serrada existe ainda a limitação nas dimensões comerciais, sendo uma condição limitante para o uso em estruturas, na construção civil. Na busca por soluções a estas limitações, foram realizados estudos para o desenvolvimento de sistemas estruturais construtivos, de forma a minimizar os efeitos das condicionantes naturais e o desgaste causado pelo tempo durante o desempenho da função estrutural a que se destina a peça. 
Um desses produtos é a Madeira Lamelada Colada Estrutural (MLCE), sistema que combina as técnicas de laminação e colagem. Neste sistema construtivo os elementos estruturais são concebidos a partir de tábuas, dispostas com as fibras paralelas entre si, unidas com cola sintética por meio da prensagem. Assim, o método faz uso de pequenas seções transversais de madeira para constituir peças de grandes dimensões superando, portanto, as limitações de tamanho e padrão da madeira maciça.
Outra possibilidade para se obter uma rigidez e resistência maiores para a madeira, é a inclusão no elemento estrutural de reforços. Técnicas de reforço para uso na madeira foram propostas no passado, em especial com o uso de elementos metálicos, sejam estes em barras ou chapas, fixados na madeira. Mais recentemente tem-se acompanhado o avanço no uso dos Polímeros Reforçados com Fibras (de sigla PRF ou FRP - do inglês Fiber Reinforced Polymer) nos reforços em elementos estruturais de madeira.
Reforços metálicos com barras de aço foram utilizados em (DZIUBA, 1985 e BULLEIT et al., 1989). Já o polímero reforçado com fibra, está disponível na forma de chapas, hastes e barras (GENTILE et al., 2002; FIORELLI e ALVES, 2003). Atualmente, os polímeros reforçados com fibra de carbono (PRFC), fibra de vidro (PRFV) e fibra de basalto (PRFB) são os principais tipos de reforços utilizados (ALAM et al., 2009; GARCÍA et al., 2013; LI et al., 2014).
A recomendação para o uso dos PRF se deve ao fato destes materiais apresentarem vantagens peculiares como a flexibilidade de uso e praticidade, rigidez adaptável aos critérios de projeto, além da alta resistência à tração, imunidade à corrosão, facilidade de aplicação em locais de difícil acesso, capacidade de deformação, tamanhos e geometrias diversas (FIB BULLETIN 14, 2001).
Segundo o (ACI 440R, 1996), o processo de fabricação das barras de polímero reforçado com fibras, denominado de pultrusão, compreende a fabricação de perfis lineares de seção constante e unidirecionais, a partir de fibras contínuas (em inglês rovings) impregnadas com resina. Este material é então puxado através de um molde de metal aquecido, de maneira que a mistura fibra-resina toma a forma deste, sendo a temperatura do molde a responsável por ativar a reação presente na mistura, ver Figura 1.
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Figura 1: Processo de pultrusão. Fonte: FiberMeyer – Soluções em Fiberglass (https://fibermeyer.com.br/perfis-pultrudados/).

Diferentes seções transversais de perfis podem ser produzidas pelo processo de pultrusão, utilizando também diferentes tipos de fibra (vidro, carbono, aramida, basalto), inclusive com combinação entre as fibras. A Figura 2 apresenta diferentes diâmetros de barras de plástico reforçado com fibra de vidro (PRFV).
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Figura 2: Barras (vergalhões) de PRFV. Fonte: http://www.anjiezj.com/.

Já no início da década de 1990, quando Plevris e Triantafillou (1992) aplicaram pela primeira vez PRF (ou FRP) unidirecional para fortalecer as estruturas de madeira, estudos mostraram que, com o reforço de FRP na zona de tração, existe uma melhora na capacidade de carga, rigidez à flexão e ductilidade de deformação das vigas de madeira (LORENZIS et al., 2005; RAFTERY e WHELAN, 2014; MORALES-CONDE et al., 2015). Além disso, observou-se um aumento na capacidade de resistência ao cisalhamento das estruturas de madeira através do reforço de PRF (CORRADI et al., 2015). 
[bookmark: bb0005]Atualmente, as técnicas de reforço mais comuns utilizando sistemas com os FRP são, segundo o (ACI 440.2R, 2008), o reforço colado externamente (EBR – do inglês Externally-Bonded Reinforcing) e o montado próximo à superfície (NSM – do inglês Near-Surface Mounted), conforme apresentado na Figura 3.
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Figura 3: Representação dos sistemas EBR e NSM. Fonte: ACI 440-2R:08 (adaptado).

A técnica de reforço EBR tem sido amplamente estudada e utilizada, não só em estruturas de concreto, mas também em estruturas de madeira. Segundo (LORENZIS e TENG, 2007), a técnica NSM é mais recente, mas sua eficácia no ganho de resistência à flexão e cisalhamento é bastante relevante. Quando comparado ao EBR, o reforço NSM apresenta algumas vantagens, como:
(a) na quantidade de armadura in situ, o trabalho de instalação pode ser reduzido, uma vez que não é mais necessária a preparação da superfície além da ranhura (por exemplo, a remoção da cobertura não é necessária; as irregularidades da superfície da madeira podem ser mais facilmente acomodadas);
(b) o reforço NSM é menos propenso a descolar do substrato;
(c) os elementos NSM podem ser mais facilmente ancorados em membros adjacentes para evitar falhas de descolamento;
(d) Os elementos NSM são protegidos pela cobertura de madeira e, portanto, estão menos expostos a impactos acidentais e danos mecânicos, incêndios e vandalismo;
(e) a estética da estrutura reforçada é praticamente inalterada.

Na literatura são encontradas poucas publicações relacionadas às aplicações de PRF com a técnica NSM em estruturas de madeira, como por exemplo, (BORRI et al., 2005; JOHNSSON et al., 2007 e AHMAD, 2010). Os resultados apontados nestes trabalhos revelam um bom desempenho da técnica NSM para aumento tanto da capacidade de resistência, quanto da rigidez.
Neste artigo, vigas de madeira, são reforçadas com barras de polímero reforçado com fibra de vidro (PRFV) e carbono (PRFC). É desenvolvida a análise teórica do comportamento mecânico da viga e madeira reforçada com barras aplicadas sob a técnica NSM, analisando sua rigidez e momento resistente último. Ao final do trabalho são apresentados exemplos analíticos, comparando-se os momentos resistentes de uma viga de madeira sem reforço com outras onde aplicou-se cada um dos materiais de reforço.

2. Análise Teórica

2.1.  Rigidez à Flexão
A rigidez à flexão da viga reforçada é obtida utilizando o método da seção transformada ou homogeneizada, amplamente utilizado em análises estruturais. Nesse método, os diferentes materiais são considerados todos como um único, adaptando suas dimensões em função da relação entre os módulos de elasticidade (e). Assim, a profundidade da linha neutra da viga foi calculada como o centroide da seção transformada (ver Figura 4), utilizando a equação.
	
	(1)



Por ser formado por dois materiais (madeira e PRF) com propriedades diferentes, é necessário homogeneizar a seção. Essa homogeneização é feita substituindo-se a área de PRF (Aprf) por uma área correspondente de madeira equivalente (Am,eq).
	
	(2)

	
	(3)



Sendo  a profundidade da linha neutra, medida a partir da face superior da viga,  a área dos elementos e  a distância do centro de cada elemento até a face superior. Considerando o momento estático em relação a linha neutra (QLN) igual a zero, é possível calcular a profundidade x1 da linha neutra.
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Figura 4 – Seção transversal da viga.

	
	(4)



Assim, obtém-se x1:
	
	(5)



Obtido x1 pode-se calcular o momento de inércia equivalente da seção transversal (Ieq).
	
	(6)



A rigidez à flexão da seção é calculada multiplicando o momento de inércia equivalente pelo módulo de elasticidade da madeira.

2.2.  Reforço à Flexão – Critérios de Projeto
O reforço à flexão nas vigas de madeira pode ser posicionado nas faces tracionadas e comprimidas da viga, podendo ser na forma de placas coladas externamente (EBR) ou com reforços de barras ou tiras/fitas próximas à superfície da viga (NSM). No caso das placas coladas externamente, estas não são recomendadas para reforço à compressão devido a possibilidade flambagem do elemento estrutural (SCHOBER et al. 2015).
A análise dos elementos reforçados à flexão é baseada na teoria clássica da resistência dos materiais, considerando as seguintes hipóteses:
- A seção transversal é simétrica no plano de flexão;
- A seção permanece plana na flexão;
- Existe uma perfeita ligação entre a madeira e o reforço PRF (não há escorregamento nem descolagem entre os materiais);
- O comportamento da madeira é linear na tração (Figura 5a) e não linear na compressão (Figura 5b);
- O comportamento do PRF é linear até a ruptura, tanto à tração quanto compressão (ver Figura 5c).

Muitos modelos constitutivos foram utilizados, considerando o comportamento não linear da madeira na compressão. O modelo bilinear (BUCHANAN, 1990) assume o comportamento elástico-linear até o ponto de escoamento, seguido de uma curva em ramo descendente até a ruptura. Este modelo foi corroborado em alguns resultados experimentais satisfatórios, (BORRI et al., 2005; GENTILE et al., 2002 e BRADY e HARTE, 2008). Em alguns estudos o ramo descendente até a ruptura não foi encontrado, sendo neste caso utilizado um modelo elasto-plástico perfeito, (KLIGER et al., 2008; HERNANDEZ et al., 1997). Modelos com aproximações quadráticas também foram utilizados com sucesso, (LI et al., 2009).
Com o objetivo de definir o momento resistente último, todos os possíveis modos de ruptura devem ser considerados. No entanto, na revisão bibliográfica realizada não foi encontrado relato de a ruptura ter acontecido no reforço de PRF. A Figura 6 apresenta a distribuição de deformações e tensões na seção transversal da viga.
As simbologias utilizadas nesta figura podem ser assim definidas: y distância do eixo neutro até a face superior da viga;  tensão de compressão na madeira e  tensão de escoamento na compressão da madeira;  tensão de tração na madeira;  área de reforço de fibra e  a tensão de tração no reforço de fibra.
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	(a)
	(b)
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	(c)


Figura 5 – (a): Comportamento típico tensão-deformação da madeira na tração; (b) Comportamento típico tensão-deformação da madeira na compressão; (c) Comportamento típico tensão-deformação do PRF na tração. Fonte: Nadir et al. (2016).

As deformações específicas , ,  e  são as deformações específicas de compressão e tração na madeira, deformação de escoamento na compressão da madeira e deformação de tração do PRF, respectivamente.
O momento resistente último é calculado considerando o instante que a madeira atinge a deformação de ruptura na compressão na face superior da viga ou sua tensão de ruptura à tração, na face inferior da viga.
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Figura 6 - (a) seção transversal; (b) deformações específicas; (c) tensões; (d) forças resultantes. Fonte: Nadir et al. (2016).

Assim, aplicando as equações de equilíbrio das forças, Figura 6d, tem-se:

	
	(7)



Onde, as forças na região comprimida da seção são dadas por:

	
	(8)

	
	(9)



E as forças na região tracionada são dadas por:

	
	(10)

	
	(11)



Utilizando as relações lineares das deformações, é possível encontrar, Figura 6b:

	
	(12)


A partir das relações constitutivas dos materiais madeira e PRF é possível definir:

	              se   
	(13)

	                   se   
	(14)

	
	(15)

	
	(16)



Utilizando as equações (7) a (16) é possível encontrar a equação que define a profundidade da linha neutra, para cada caso de ruptura. Uma vez obtida a profundidade da linha neutra o momento resistente último pode ser calculado da seguinte maneira:


3. Exemplo Numérico

Neste item é desenvolvido o exemplo numérico de uma viga de madeira. São utilizadas as propriedades da madeira e do reforço, obtidas em (NADIR et al., 2016). Os autores utilizaram madeira da espécie H. brasiliensis, de densidade 605 kg/m3, com teor de umidade média de 10%. As propriedades mecânicas da madeira, na direção longitudinal, foram obtidas de acordo com as normas (ASTM D143, 2009 e ASTM D695, 2002), ver Tabela 1.
O material PRF utilizado neste trabalho é composto por elementos em fibra de vidro (PRFV) e fibra de carbono (PRFC). As propriedades destes materiais à tração foram também obtidas em (NADIR et al., 2016), de acordo com as prescrições da (ASTM D3039, 2000) e são encontradas na Tabela 2.

Tabela 1: Propriedades mecânicas da madeira, na direção longitudinal (valores médios).
	Propriedade da Madeira
	Unidade
	Valor
	Desvio Padrão

	Deformação última à compressão
	-
	0,011
	0,0041

	Deformação de escoamento à compressão
	-
	0,0058
	0,00025

	Deformação última à tração
	-
	0,0115
	0,001

	Resistência última à compressão
	MPa
	43,05
	1,39

	Resistência de escoamento à compressão
	MPa
	41,00
	1,87

	Resistência última à tração
	MPa
	82,72
	5,11

	Módulo de elasticidade na compressão
	GPa
	8,17
	0,908

	Módulo de elasticidade na tração
	GPa
	8,68
	1,27


Fonte: Nadir et al. (2016).
Tabela 2: Propriedades mecânicas à tração dos PRFs (valores médios).
	Material
	Módulo de Elasticidade (GPa)
	Resistência última à tração (MPa)
	Deformação última à tração (%)

	PRFV
	25,02
	344,13
	1,37

	PRFC
	100,19
	1834,65
	1,83


Fonte: Nadir et al. (2016).
Considerando a resistência da madeira à compressão como limitante, tem-se o esquema de deformações, tensões e forças como o da Figura 7.
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        (a)                                (b)                                                   (c)
Figura 7 - Equilíbrio da seção sem reforço: (a) deformações específicas; (b) tensões; (c) forças.

Encontrando o valor de k.y por semelhança de triângulos, tem-se:






A força de compressão resistente da seção é dada pelas parcelas Fc1, da região plastificada, e Fc2, da região não plastificada. Sendo Fc a soma dessas duas parcelas.




Encontrando a resultante para Fc. Na equação a tensão de compressão e a largura da seção já foram simplificadas. h’ é a distância da resultante marcada desde o topo da seção.



A deformação da madeira na fibra mais tracionada é encontrada por semelhança de triângulos.



Com a deformação de tração, pode-se encontrar a tensão máxima atuante na fibra mais tracionada.


E sendo a distribuição de tensões de tração linear, encontra-se a força de tração resistente.



Lembrando que as forças de compressão e tração precisam se equilibrar.



A distância hi desde a resultante das forças de tração até o fundo da peça é dada por.



A distância entre a resultante das forças de compressão e a resultante das forças de tração z é calculada.


E o momento resistente da seção será dado por:


Sendo z, o braço de alavanca entre as forças resultantes de tração e de compressão.

Imaginando um exemplo numérico, para uma viga de madeira com seção transversal de largura (b) de 12 cm e altura (h) de 20 cm, com as propriedades mecânicas indicadas na Tabela 1, resulta:
	
	
	

	
	
	



Substituindo os termos na equação encontra-se o valor de k:


Na sequência, interativamente encontra-se o valor de y que satisfaz o equilíbrio de forças, resultando:


E as demais equações assumem os valores:
	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	



Quando são inseridas as barras de reforço, a deformação nas barras será proporcional à da fibra mais tracionada (ver Figura 8). 
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      (a)                               (b)                                                   (c)
Figura 8 - Equilíbrio da seção com reforço: (a) deformações específicas; (b) tensões; (c) forças.

Mais uma vez, por semelhança de triângulos, tem-se:



Com a deformação de tração na fibra definida, pode-se encontrar a tensão atuante no reforço.


E com a tensão e área de reforço, calcula-se a força que atua no reforço.


Na nova condição de equilíbrio tem-se:


A resultante de tração na porção inferior da viga é:


Essa resultante de tração está distante h’’ da face inferior da viga, sendo:


A distância z entre a resultante de compressão e de tração passa a ser:


E o momento resistente da seção reforçada pode ser calculado por:


Substituindo os valores para o cálculo do acréscimo de resistência e rigidez proporcionado pelos reforços. Considerando que o reforço proposto são três barras de diâmetro de 10 mm (Aprf = 2,36 cm²), instaladas de forma reentrante na base da viga (montagem NSM), a nova situação de equilíbrio passa a ser para os dois materiais de reforço de PRFV (fibra de vidro) e PRFC (fibra de carbono), com as propriedades mecânicas dadas na Tabela 2.

	PRFV
	PRFC

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	


Para o caso da limitante ser a resistência à tração na peça, considerando que a região comprimida fica inteiramente plastificada.




A região tracionada tem altura (h-y) e segue uma distribuição linear de tensões.




Na Figura 9 apresenta-se a distribuição de tensões e forças atuantes nos casos de haver ou não reforço.
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                          (a)                                                                  (b)
Figura 9 - Equilíbrio da seção, tensões e forças, para seções limitadas pela resistência à tração: (a) sem reforço; (b) com reforço.

Primeiramente, para o caso sem reforço (Figura 9a). A resultante de tração Ft fica distante de hi em relação ao fundo da seção da viga. 


E com isso o braço de alavanca z é dado por:


O momento resistente é calculado fazendo:


Quando existe reforço instalado na porção tracionada da viga (Figura 9b), a nova situação de equilíbrio passa a ser:


Onde Ft1 é a parcela resistida à tração pela madeira e Fprf é a parcela resistida pelo reforço.




Com a deformação de tração na fibra, pode-se encontrar a tensão atuante no reforço.


E com a tensão e área de reforço, calcula-se a força no reforço.


A resultante de tração dada pela soma das parcelas resistidas pela madeira e pelo reforço atua a uma distância h’’ do fundo da seção.



O novo braço de alavanca passa a ser.


Mais uma vez, repetindo o exemplo, mas agora considerando o limite sendo a resistência à tração da madeira. Primeiramente para a situação sem reforço.

	
	
	

	

	
	



Para o caso com reforço de PRFC, chega-se a:
	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	



Já para o caso com reforço de PRFV, tem-se:
	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	



Com as propriedades dos materiais de reforço, é possível calcular também a inércia equivalente para os dois casos. Considerando que a seção de madeira maciça tem momento de inércia em relação ao eixo horizontal que passa pelo centro da seção igual a 8000 cm4, pode-se obter o acréscimo de inércia para cada um dos reforços.

	PRFV
	PRFC

	
	

	
	

	
	



4. Considerações Finais

Neste artigo considerou-se a análise teórica de vigas de madeira reforçadas com barras (vergalhões) de PRF, em fibra de vidro (PRFV) e fibra de carbono (PRFC). Ao final do trabalho desenvolve-se um exemplo numérico para uma melhor compreensão da influência da inclusão desses reforços na resistência e rigidez da viga de madeira.
Foi considerada, nas análises, a possibilidade de ruptura à compressão da madeira, desenvolvendo o equilíbrio das forças na seção adotando a deformação última de compressão da madeira, e também a hipótese de ruptura à tração da madeira, adotando a sua deformação última de tração. De acordo com as propriedades da madeira utilizadas no trabalho, a resistência da viga à flexão foi limitada pela compressão da madeira.
Os resultados mostraram que o uso das barras de PRFV produziram um acréscimo de momento resistente de 4,6%, em relação ao momento da viga de madeira sem o reforço. Por outro lado, a inclusão das barras de PRFC produziram um acréscimo de momento resistente de 15,3%, em relação ao momento da viga de madeira sem o reforço.
O pequeno acréscimo no valor do momento resistente produzido pelo reforço de PRFV se deve ao fato da madeira utilizada no trabalho apresentar já uma resistência relativamente elevada. 
Os acréscimos de rigidez à flexão na viga de madeira foram de 10,5% e 12,5% para os reforços de PRFV e PRFC, respectivamente, em relação a viga sem reforço. No caso da rigidez a flexão, o acréscimo no valor produzido pelos reforços foi mais significativo.
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